
Introducci�o a laIntel.lig�encia Arti�cial 1

En els cap��tols anteriors ens hem dedicat al problema general de la representaci�o1. Incertesa en

el

raonament

del coneixement, en els problemes d'intel.lig�encia arti�cial �es habitual que es

donin situacions d'imprecissi�o o de desconeixement de certes parts del coneixe-

ment, aquest fet no ha d'impedir dur a terme una tasca �ns al �nal, assumint

evidentment el risc que aix�o pugui suposar d'equivocar-se.

Hem vist en alguns problemes com la classi�caci�o d'objectes o la correspond�encia

de patrons, en els que la decisi�o sobre la pertinen�ca a una classe o la similitud en-

tre dos patrons no �es sempre una mesura exacta, aleshores hem fet servir mesures

de similitud per no dependre de la imprecissi�o inherent en aquests problemes.

Per altra banda, en els problemes de cerca hem pres decisions sobre quines

alternatives semblen millors mitjan�cant funcions heur��stiques que ajuden a pren-

dre una decisi�o que t�e com objectiu resoldre el problema m�es e�cientment, ja que

estem parlant de complexitats exponencials.

En aquest cap��tol tractarem la representaci�o de la incertesa en la veritat o

falsetat d'alguns fets i com aquesta es pot propagar de manera m�es o menys

coherent en el raonament. Aquesta incertesa pot ser deguda a imprecisi�o en la

de�nici�o, o per manca de dades, el que �es cert �es que en la vida real, no sempre

es cumpleix que les coses s�on nom�es certes o falses, sin�o que moltes vegades hi

associem un grau de certesa o de falsetat.

Veurem tres alternatives per a la representaci�o de la incertesa en el raonament:

� �Us de factors de certesa.

� �Us de probabilitats.

� �Us de conjunts difusos.

En els tres casos ens centrarem en una sola regla d'infer�encia, el Modus Po-

nens. Per tant, podem veure aquest cap��tol com una extensi�o dels sistemes basats

en regles que hem vist en el cap��tol anterior.

L'�us de factors de certesa per a la representaci�o de la incertesa �es basa en una1.1 Factors de

Certesa aproximaci�o de�nida quan es va construir el sistema expert MYCIN a la Univer-

sitat d'Standford, aquest sistema es va especialitzar en el diagn�ostic d'infeccions

bacterianes i en la prescripci�o de ter�apies per combatre-les.

La cr��tica habitual a aquest model es basa en el fet que �es un model adhoc

per solucionar aquest problema i li falta fonament te�oric que permeti assegurar

millor la coher�encia en el raonament. De totes maneres �es un model senzill i molt
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intuitiu que des d'un punt de vista pedag�ogic ens pot ajudar a introduir-nos en

el problema.

En aquest model es parteix de l'assignaci�o d'un valor de certesa a les regles i

als fets, i que denotarem com:

Regla: Si <Antecedent> llavors <Consequent> amb FC=X

Fet: <Predicat> amb FC=Y

Els factors de certesa dels fets s'assignen en funci�o del grau de certesa que

assigna l'expert a una determinada evid�encia. El factor de certesa de les regles

es calcula a MYCIN amb la seg�uent expressi�o:

FC(C;A) =

8<
:

P (C=A)�P (C)
1�P (C)

si P (C=A) � P (C)
P (C)�P (C=A)

P (C)
si P (C=A) < P (C)

on P (C=A) �es la probabilitat condicionada de que es cumpleixi el conseq�uent

de la regla suposant que es cumpleix l'antecedent, i P(C) �es la probabilitat a

priori de que es cumpleixi el conseq�uent.

Les propietats immediates que es deriven s�on:

� �1 � FC(C;A) � 1

� FC(:C;A) = �FC(C;A)

Els factors de certesa en expressions conjuntives i disjuntives es calcular�a de

la seg�uent manera, si tenim

Fet: <A> amb FC=M

Fet: <B> amb FC=N

aleshores, tindrem que

FC(A ^B) = minfM;Ng

FC(A _B) = maxfM;Ng

Un cop hem assignat la certesa a regles i fets anem a de�nir el Modus Ponens1.1.1 Propagaci�o

de la

incertesa

amb factor de certesa:

Regla: Si <A> llavors <C> amb FC=X

Fet: <A> amb FC=Y

Conclusi�o: <C> amb FC=X � Y

Despr�es d'aplicar aquest Modus Ponens a totes les regles, haurem de selec-

cionar la conclusi�o amb un grau de certesa major.

Tot seguit veurem un exemple de l'aplicaci�o dels factors de certesa en una

base de regles per al diagnosi en medicina:
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simptoma(pols-rapid) ^

simptoma(dolor-pit) ^

simptoma(cara-p�al.lida) ^

simptoma(estar-suant) =) diagnosi(atac-de-cor) amb FC=0.7

simptoma(cara-vermella) ^

simptoma(respiraci�o-profunda) ^

simptoma(parla-confusa) ^

simptoma(paralitzacio-costat-cos) =) diagnosi(crisi-cardiaca) amb FC=0.8

simptoma(cara-vermella) ^

simptoma(respiracio-profunda) ^

simptoma(parla-confusa) =) diagnosi(embriaguesa) amb FC=0.6

simptoma(cara-vermella) ^

simptoma(convulsions) =) diagnosi(atac-epilepsia) amb FC=0.7

simptoma(cara-vermella) ^

(simptoma(cor-parat) _

simptoma(no-respira)) =) diagnosi(embriaguesa) amb FC=0.6

diagnosi(asfixia) ^

localitzacio(prop-d'aigua) =) diagnosi(ofegat) amb FC=0.8

diagnosi(asfixia) ^

localitzacio(laboratori) =) diagnosi(enverinat) amb FC=0.9

simptoma(respiracio-dificultosa) _

simptoma(parla-confusa) _

simptoma(convulsions) =) diagnosi(enverinat) amb FC=0.6

Suposem que a l'arribada d'un pacient el metge anota les seg�uents evid�encies

amb el seu factor de certesa corresponent:

simptoma(pols-rapid) amb FC=0.8

simptoma(dolor-pit) amb FC=0.5

simptoma(cara-p�al.lida) amb FC=0.3

simptoma(estar-suant) amb FC=0.6

simptoma(cara-vermella) amb FC=0.7

simptoma(respiraci�o-profunda) amb FC=0.2

simptoma(parla-confusa) amb FC=0.5

simptoma(paralitzacio-costat-cos) amb FC=0.5

simptoma(convulsions) amb FC=0

simptoma(cor-parat) amb FC=0
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simptoma(no-respira) amb FC=0.1

localitzacio(prop-d'aigua) amb FC=0

localitzacio(laboratori) amb FC=1

simptoma(respiracio-dificultosa) amb FC=0.6

Si apliquem un encadenament endavant sobre totes les regles propagant els

factors de certesa, aleshores tindrem el seg�uent resultats en el raonament:

diagnosi(enverinat) amb FC=0.36

diagnosi(atac-cor) amb FC=0.21

diagnosi(crisi-cardiaca) amb FC=0.16

diagnosi(embriaguesa) amb FC=0.12

diagnosi(asfixia) amb FC=0.06

diagnosi(enverinat) amb FC=0.054

diagnosi(ofegat) amb FC=0.0

diagnosi(atac-epilepsia) amb FC=0.0

Tots aquests conseq�uents han estat ordenats segons el seu factor de certesa,

de tal manera que se suposa que el diagn�ostic m�es probable �es el que t�e un major

grau de certesa.

De totes maneres, i en aquestes conclusions es pot veure un dels problemes

associats a l'�us de factors de certesa, i �es que podem tenir conclusions contra-

dict�ories com �es en aquest cas en el diagnosi de l'enverinament:

diagnosi(enverinat) amb FC=0.36

diagnosi(enverinat) amb FC=0.054

Per un costat el primer l'enverinament apareix com el diagn�ostic m�es probable

de tots i per altra banda apareix com un dels menys probables.

En els seg�uents apartats veurem dues aproximacions en les que aquests ti-

pus de problemes no s�on tan freq�uents degut a la solidesa del model en que es

fonamenten.

Abans de de�nir la incertesa i la propagaci�o d'aquesta, anem a recordar algunes1.2 Incertesa

amb

probabilitats

nocions b�asiques sobre probabilitat:

� P (A): Probabilitat incondicional de que es cumpleixi A o probabilitat a

priori. Normalment es calcula amb la seg�uent expressi�o:

P (A) =
Nombre de casos en que es cumpleix A

Nombre de casos totals

� Propietat de la probabilitat a priori: 0 � P (A) � 1.

� P (A=B): Probabilitat condicional de que es cumpleixi A donat que B es

cumpleix.

� Propietat del producte:

P (A=B) =
P (A ^B)

P (B)
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� Propietat de la disjunci�o: P (A _B) = P (A) + P (B)� P (A ^B).

� Regla de Bayes:

P (A=B) =
P (B=A)P (A)

P (B)

La propagaci�o de la incertesa amb probabilitats consisteix en el c�alcul de la1.2.1 Propagaci�o

de la

incertesa

probabilitat condicionada de la conclusi�o donat l'antecedent:

Regla: Si <A> llavors <C> amb P(A/C) i P(C)

Fet: <A> amb P(A)

Conclusi�o: <C> amb P(C/A)

Per tant la probabilitat de la conclusi�o vindr�a donada per la regla de Bayes:

P (C=A) =
P (A=C)P (C)

P (A)

Per tant, si es coneixen els valors de P (A=C), P (C) i P (A), aleshores la

propagaci�o de la certesa �es immediata.

Exemple: Anem a veure un exemple per a la diagnosis d'un pacient:

Regla: Si <RC> llavors <M>

on RC:Pacient te rigidesa al coll, i M:Pacient te meningitis.

Suposem que sabem que P (RC=M) = 1
2 , la probabilitat d'un s��mptoma don-

ada una malaltia �es una dada normalment coneguda. �Es f�acil tenir estad��stiques

d'aquest estil a partir dels historials de molts pacients.

Suposem que sabem que P (M) = 1
50000 , la probabilitat de tenir una malaltia

en una poblaci�o �es tamb�e normal que es conegui estad��sticament.

Suposem que sabem que P (RC) = 1
20 , la probabilitat de tenir un determinat

s��mptoma no �es tan habitual que sigui conegut, ja que els mateixos s��mptomes

poden ser compartits per moltes malalties i no ser essencials en totes.

En aquest cas la certesa de la conclusi�o es pot calcular molt f�acilment ja que es

coneixen totes les probabilitats necess�aries per aplicar le teorema de Bayes. Aix��

doncs, la probabilitat de que un pacient tingui meningitis donat que te rigidesa

al coll, t�e un grau de certesa de:

P (M=RC) =
P (RC=M)P (M)

P (RC)
=

1=2 � 1=50000

1=20
=

1

5000
= 0:0002

A l'exemple anterior hem calculat f�acilment la probabilitat de la conclusi�o

perqu�e tot era conegut. Ara b�e, �es bastant habitual que no es coneguin les

probabilitats a priori dels antecedents.

Si hem de calcular la certesa de dues conclusions amb el mateix antecedent, i laProbabilitats

relatives
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probabilitat a priori de l'antecedent �es desconeguda, aleshores podem prescindir

de les probabilitas a priori i donar les probabilitats relatives, aix�o �es, si tenim

Regla1: Si <A> llavors <C1>

Regla2: Si <A> llavors <C2>

Aleshores,

P (C1=A) =
P (A=C1)P (C1)

P (A)

P (C2=A) =
P (A=C2)P (C2)

P (A)

Com que desconeixem la probabilitat de l'antecedent, P (A), aleshores podem

comparar aquestes dues probabilitats condicionades, i obtenim:

P (C1=A)

P (C2=A)
=
P (A=C1)P (C1)

P (A=C2)P (C2)
=
�

�

que ens permet deduir que la conclusi�o C1 �es �
�
vegades m�es probable que la

conclusi�o C2.

Exemple: Si tornem a l'exemple que ja hem iniciat abans:

Regla 1: Si <RC> llavors <M>

Regla 2: Si <RC> llavors <TC>

on TC: Pacient te traumatisme cervical, i suposem que com abans, P (RC=M) =
1
2 i que P (M) = 1

50000 , i hi afegim el fet que P (RC=TC) = 8
10 i que P (TC) = 1

1000 ,

i suposem desconeguda la P (RC), aleshores, tenim que:

P (M=RC)

P (TC=RC)
=

P (RC=M)P (M)

P (RC=TC)P (TC)
=

0:5� 1
50000

0:8� 1
1000

=
1

80

Per tant, aix�o ens permet deduir que �es 80 vegades m�es probable tenir trau-

matisme cervical que no pas tenir meningitis.

L'extensi�o del fet de relativitzar a un conjunt conegut de possibles conseq�uents,Normalitzaci�o de

les conclusions ens pot permetre aproximar les probabilitats a priori dels antecedents.

La normalitzaci�o es basa en l'�us de les probabilitats dels fets complementaris:

P (C=A) =
P (A=C)P (C)

P (A)

P (:C=A) =
P (A=:C)P (:C)

P (A)

per a les que sabem que s'ha de complir que

P (C=A) + P (:C=A) = 1

i aix�o ens permet deduir que
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P (A) = P (A=C)P (C) + P (A=:C)P (:C)

d'aquesta manera estem substituint el c�alcul de P (A) pel c�alcul de P (A=:C).

Si tot i aix�� no coneixem P (A=:C), aleshores podem aproximar P (A), si

coneixem la resta de conseq�uents que volem considerar en tot el raonament.

Si assumim que totes les possibles conclusions que podem tenir donat A s�on

C1, C2, ..., Ck, aleshores podem aproximar P (A) de la seg�uent manera:

P (C1=A) =
P (A=C1)P (C1)

P (A)

P (C2=A) =
P (A=C2)P (C2)

P (A)
:::

P (Ck=A) =
P (A=Ck)P (Ck)

P (A)

Aleshores, si C1, C2, ..., Ck representen el conjunt de totes les possibles

malalties, s'ha de cumplir que:

kX
i=1

P (Ci=A) = 1

aix�o implica que

Pk
i=1 P (A=Ci)P (Ci)

P (A)
= 1

com que
Pk

i=1 P (A=Ci)P (Ci) �es conegut i suposem que igual a � llavors po-

dem aproximar P (A) per un factor de normalitzaci�o:

P (A) =
1

�
=

1Pk
i=1 P (A=Ci)P (Ci)

i per tant:

P (Ci=A) = �P (A=Mi)P (Mi)

Fins ara hem suposat que en els antecedents de les regles nom�es hi ten��em un fet, siCombinaci�o de

les evid�encies volem considerar que l'antecedent �es una conjunci�o de fets aleshores necessitarem

de�nir la probabilitat condicionada de la conclusi�o donada la conjunci�o dels dos

antecedents, �es a dir, si tenim les seg�uents regles:

Regla1: Si <A> llavors <C>

Regla2: Si <B> llavors <C>

Regla3: Si <A ^ B> llavors <C>

hem vist a l'apartat anterior que podem calcular P (C=A) i P (C=B), per tant

si suposem aquests coneguts ara l'objectiu �es coneixer P (C=A^B), anem a veure

com es pot calcular.
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Per la regla de Bayes tenim que

P (C=A ^B) =
P (A ^B=C)P (C)

P (A ^B)

Si considerem que

P (A ^B=C) = P (A=B ^ C)P (B=C)

la demostraci�o d'aquesta igualtat es pot obtenir aplicant la propietat del pro-

ducte i la regla de Bayes:

P (A ^B=C) =
P (A ^B ^ C)

P (C)
=
P (A=B ^C)P (B ^ C)

P (C)

=
P (A=B ^ C)P (B=C)P (C)

P (C)
= P (A=B ^ C)P (B=C)

Aleshores,

P (C=A ^B) =
P (A=B ^ C)P (B=C)P (C)

P (A)P (B=A)

Si suposem independ�encia incondicional entre els antecedents de les regles,

aleshores podem dir que

P (A=B ^ C) = P (A=C)

P (B=A) = P (B)

Aleshores, queda

P (C=A ^B) =
P (A=C)P (B=C)P (C)

P (A)P (B)

que aplicant el mateix proc�es de normalitzaci�o vist a l'apartat anterior tenim

que:

P (C=A ^B) = �P (C)P (A=C)P (B=C)

on � = 1=P (A)P (B).

Anem ara a veure un exemple que propagui la certesa i combini les evid�encies

amb el model probabil��stic que acabem de de�nir.

Exemple: Suposem una base de regles que es basa en un conjunt limitat

d'antecedents i de conseq�uents que s�on els seg�uents:

Antecedents/S��mptomes: Conseq�uents/Malalties

F: El pacient te Febre T: El pacient te el tifus

E: El pacient te Erupcions a la pell X: El pacient te el xarampi�o

D: El pacient te Dolor generalitzat V: El pacient te la varicel.la

i suposem que coneixem les probabilitats a priori de totes aquestes malalties,

P (T ) = 0:2, P (X) = 0:5 i P (V ) = 0:3 i la base de regles �es:
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Regla1: Si <F ^ D> llavors <T> amb P (F=T ) = 0:9

P (D=T ) = 0:6

Regla2: Si <F ^ E ^ D> llavors <X> amb P (F=X) = 0:8

P (E=X) = 0:7

P (D=X) = 0:8

Regla3: Si <F ^ E ^ D> llavors <V> amb P (F=V ) = 0:6

P (E=V ) = 0:9

P (D=V ) = 0:8
Aleshores les probabilitats condicionades de les conclusions s�on:

P (T=F;D) = �P (T )P (F=T )P (D=T ) = �� 0:2� 0:9 � 0:6 = 0:108�

P (X=F;E;D) = �P (X)P (F=X)P (E=X)P (D=X) = ��0:5�0:8�0:7�0:8 = 0:189�

P (V=F;E;D) = �P (V )P (F=V )P (E=V )P (D=V ) = ��0:3�0:6�0:9�0:8 = 0:134�

Si volem calcular el valor de la � aleshores hem de seguir el proc�es de nor-

malitzaci�o:

1 = 0:108� + 0:189� + 0:134�

per tant,

� =
1

0:108 + 0:189 + 0:134
=

1

0:431

i

P (T=F;D) = 0:108� = 0:2505

P (X=F;E;D) = 0:189� = 0:4385

P (V=F;E;D) = 0:134� = 0:3109

per tant el diagn�ostic m�es probable �es el de xarampi�o seguit de varicel.la i

�nalment el de tifus.

Moltes vegades la incertesa del coneixement �es el resultat de la vaguetat o im-1.3 Incertesa

amb conjunts

difusos

precisi�o del coneixement. La teoria dels conjunts difusos d�ona una metodologia

general pel tractament de la vaguetat.

En teoria b�asica de conjunts diem que:

x 2 A Si x �es un element d'A.

x =2 A Si x no �es un element d'A.

En teoria de conjunts difusos el grau de pertinen�ca d'un element a un conjunt

es pot de�nir amb una funci�o qualsevol entre el domini d'aquest conjunt i l'interval

[0; 1],

�A(x) : DominiA �! [0; 1]

aix�� doncs, el valor �A(x) representa el grau de pertinen�ca de l'element x al

conjunt dif�us A.
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Figura 1.1: Exemples de funcions de pertinen�ca a conjunts de difusos

Un conjunt de la teoria b�asica de conjunts es pot representar amb un conjunt

dif�us amb la seg�uent funci�o:

�A(x) =

(
1 Si x 2 A

0 Si x =2 A

Altres funcions de pertinen�ca poden ser les que veiem a la �gura 1.1. Aquestes

funcions poden representar el signi�cat de termes o conceptes del llenguatge nat-

ural, com �es en el cas de les funcions de la �gura 1.2, en aquest cas cada un dels

conjunt difusos representa la seva pertinen�ca en funci�o del valor de temperatura.

Si el que pretenem �es representar la certesa de certes a�rmacions fent servir

els conjunts difusos anem a veure com es pot fer.

Suposem que tenim el conjunt dif�us que representa la pertinen�ca al conjunt

de les persones altes tal com es pot veure a la �gura 1.3.(a). Per altra banda

suposem que tenim l'evidncia de que una persona fa 1.75m d'al�cada, que ho

representar��em amb el conjunt dif�us de la �gura 1.3.(b). Si suposem que la certesa

de la intersecci�o de dos fets ve donada per la intersecci�o dels seus conjunts difusos,

aleshores tenim:

(A \B)(x) = min(A(x); B(x))

que en el cas de la uni�o de dos fets vindr�a donada per:

(A [B)(x) = max(A(x); B(x))

Si continuem amb el mateix exemple aleshores podem dir que la certesa de

que una persona sigui alta tenint en compte que fa 1.75m la podem calcular amb

la intersecci�o dels conjunts difusos corresponents tal com es pot veure a la �gura

1.3.(c), que ens permet concloure que la certesa de

X es alt ^ X fa 1,75m

ve representada pel conjunt dif�us que �es la intersecci�o dels dos conjunts difu-

sos.

Vist aix�o anem a veure com podem calcular la certesa d'un antecedent d'una

regla per a poder despr�es passar a la propagaci�o de la certesa amb el Modus

Ponens, suposem la seg�uent regla i una evid�encia sobre l'antecedent:

Regla: Si <X es A> llavors <Y es B>

Fet: <X es A'>
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Figura 1.2: Representaci�o d'alguns adjectius i quali�cadors del llenguatge natural.

1
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Figura 1.3: (a) Conjunt dif�us de les persones altes. (b) Evid�encia sobre l'al�cada

d'una persona. (c) Intersecci�o de dos conjunts difusos
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Figura 1.4: C�alcul de la certesa d'un antecedent a partir dels conjunts difusos de

l'antecedent i de l'evid�encia.

Aleshores tenim queA, B i A', representen els conjunts difusos de l'antecedent,

el conseq�uent i de l'evid�encia. La certesa de la satisfacci�o de l'antecedent es

calcular�a com:

max(A \A0)

De tal manera que la certesa d'aquesta satisfacci�o vindr�a donada pel valor

m�axim de la intersecci�o d'aquests conjunts difusos.

A la �gura 1.4 podem veure dos exemples del c�alcul de la certesa d'un an-

tecedent a partir de diferents formes de conjunts difusos.

Si l'antecedent est�a compost per dos conjunts difusos, com ara:

Regla: Si <X es A> ^ <Y es B> llavors <Z es C>

Fet 1: <X es A'>

Fet 2: <Y es B'>

Aleshores calcularem la certesa de l'antecedent com:

minfmax(A \A0);max(B \B0)g

Un cop hem vist com es calcula la certesa d'un antecedent aleshores podem veure1.3.1 Propagaci�o

de la

incertesa

com es propaga la certesa d'aquest antecedent cap al conseq�uent de la regla.

Donada la seg�uent regla:

Regla: Si <X es A> llavors <Y es B>

Fet: <X es A'>

Conclusio: <Y es B'>

volem coneixer qui �es B0, donats A;A0 i B, i aquest es calcula com:

B0(y) = minf�;B(y)g 8y 2 DB

on � representa la certesa de l'antecedent i DB representa el domini del con-

junt dif�us B.

A la �gura 1.5 podem veure alguns exemples de com es propaga la incertesa

de l'antecedent cap al conjunt dif�us B que representa la certesa de la conclusi�o.



Introducci�o a laIntel.lig�encia Arti�cial 13

1

B

B’
α

1

B

B’

α

Figura 1.5: C�alcul del conjunt dif�us d'una conclusi�o.

Despr�es de propagar la certesa en una regla cal veure com es pot combinar la

certesa dels mateixos fets dedu��ts des de regles diferents. Suposem que tenim les

seg�uents regles i conclusions:

Regla 1: Si <X es A1> ^ <Y es B1> llavors <Z es C1>

Regla 2: Si <X es A2> ^ <Y es B2> llavors <Z es C2>

Conclusio 1: <Z es C1'>

Conclusio 2: <Z es C2'>

aleshores la conclusi�o global sobre Z vindr�a donada per:

C10 [ C20

la uni�o �es la manera m�es habitual de combinar els conjunts difusos de totes

les conclusions.

En molts de problemes el fet de donar una conclusi�o amb un conjunt dif�us associat1.3.2 Nitidi�caci�o

sobre la seva certesa no ens aporta molt, i aleshores necessitem un n�umero que

representi la certesa d'aquesta conclusi�o. El pas d'un conjunt dif�us a un valor de

certesa s'anomena nitidi�caci�o o en angl�es, defuzzi�cation.

S'han de�nit molts de m�etodes diferents per dur a terme la nitidi�caci�o.

Centre de l'�area Correspon al valor del domini que fa que es parteixi en dos

l'�area total del conjunt.

Centre del m�axim Correspon al punt mig de la part del domini que correspon

al m�axim principal.

Mitjana del m�axim Correspon a la mitjana de tots els punts del domini que

corresponen al m�axim principal.

Podem veure una il.lustraci�o d'aquests tres m�etodes a la �gura 1.6.
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Figura 1.6: Diferents m�etodes per a la nitidi�caci�o. (a) Centre de l�area. (b)

Centre del m�axim. (c) Mitjana del m�axim.


